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in vederea obtinerii atestatului de abilitare

Pe parcursul acestui document, prezint o parte din rezultatele stiintifice cu impact pe care le-am obtinut de
cand am sustinut teza mea de doctorat (Dec. 2016). Problemele principale pe care le consider in aceasta
abilitare sunt calcularea diametrului si respectiv a unui cuplaj maxim ale unui graf, ambele avand
aplicatii in Analiza Retelelor. Aceste probleme fundamentale pot fi rezolvate in timp polinomial.
Totodati, existenta unor algoritmi in timp cvasi-liniar a rimas o problema larg deschisa. In cele ce
urmeaza, prezint mai multe cai pentru a imbunatati timpii de rulare ale acestor probleme, dar asumand ca
grafurile de intrare sunt restrictionate la unele clase cu mai multa structura. O astfel de ipoteza,
restrictionand tipurile de intrare, are sens in contextul studiului retelelor reale si dezvoltarii unor retele

tehnologice.

Prima parte din acest document este dedicata la unele probleme despre cuplaje intrun graf. Existenta unui
algoritm in timp cvasi-liniar pentru calcularea unui cuplaj maxim este o problema deschisa de foarte
multa vreme. Se prezinta aici un astfel de algoritm in cazul in care grafurile de intrare au parametrul
clique-width limitat la o constanta. Acest algoritm exploateaza teorema lui Courcelle, ceea ce este
interesant 1n sine deoarece nu se poate exprima un cuplaj folosind logica monadica CMSO; — aceasta
conditie fiind cea standarda pentru a aplica teorema. Existenta unui algoritm al carui timp de rulare
depinde polinomial de parametrul clique-width a ramas o problema deschisa. Sunt prezentati si cativa
algoritmi parametrizati pentru calcularea unui cuplaj maxim n timp cvasi-liniar, care depind polinomial

de unii parametrii mai slabi decét clique-width, precum modular-width si P4-sparseness.

In a doua parte a documentului, se considera problema diametrului si alte probleme legate cu distante
intrun graf, pentru care nu se crede ca ele pot fi rezolvate in timp sub-cvadratic. Rezultatele din aceasta
parte sunt motivate de conjectura mea informala ca toate aceste probleme pot fi rezolvate in timp sub-
cvadratic daca grafurile de intrare indeplinesc o proprietate asemanatoare cu cea a lui Helly. Dintre aceste
rezultate, se poate mentiona in special un algoritm pentru calcularea in timp sub-cvadratic a
excentricitatilor unui graf care exclude un graf H oricare ca minor. Anterior, acest rezultat era cunoscut
numai pentru grafurile planare (Cabello, SODA’16) si grafurile ale caror parametrul treewidth este limitat
la o constanta (Cabello & Knauer, Computational Geometry, 2009). Algoritmul este bazat pe teoria
Vapnik-Chervonenkis. Din aceasta teorie, se pot deduce si unele rezultate noi despre grafurile cordale si

despre alte clase de grafuri. Totodata, si grafurile Helly sunt foarte mult studiate, datorita proprietatii ca



orice graf este subgraful izometric al unui graf Helly. Sunt introduse unele tehnici noi pentru rezolvarea in
timp sub-cvadratic a unor probleme legate cu distante in grafurile Helly. Abordarea propusa aduce la o
generalizare semnificativa a unor rezultate obtinute anterior pentru grafurile interval (Olariu,

International Journal of Computer Mathematics, 1990) si grafurile dual cordal (Brandstadt et al., Discrete
Applied Mathematics, 1998).

Cuvinte Cheie: Diametrul unui graf; Cuplaj; Clique-width; dimensiunea
Vapnik-Chervonenkis; proprietatea lui Helly; Algoritmica grafurilor; Teoria

complexitatii.



Se raporteaza in acest document activitatile mele de cercetare si de predare de cand am sustinut
teza mea de doctorat (Dec. 2016). Lucrarea mea de cercetare este motivata de unele aspecte
computationale ale Analizei Retelelor. In timpul desfasurarii tezei mele de doctorat, am studiat
proprietatile metrice ale unui graf (din care, in special, hiperbolicitatea Gromov) pentru a explica mai bine
performantele practice ale unor protocoale de rutare ale retelelor complexe. in cercetarea mea cea mai
recentd, am adresat limitele computationale ale metodelor de rezolvare ale unor sarcini specifice retelelor
(abstractizate in unele probleme ale grafurilor) pentru sistemele complexe de mare dimensiune. Aceste
rezultate au fost obtinute in cadrul pozitiilor didactice si de cercetare pe care le-am ocupat de cand am
ajuns in Romania (Ian. 2017), la institutele de cercetare ICUB si ICI Bucuresti, si la Facultatea de

Matematica si Informatica a Universitatii din Bucuresti.

Activitatile mele de cercetare, incepand cu anul 2017 pana in momentul de fata, pot fi impartite in
trei perioade suprapuse. In linii mari, aceste perioade mai sus mentionate se raporteazi la temele mele de
cercetare principale din ultimii ani. In cele ce urmeaza, se refera si la capitolele si sectiunile in care mai

multe informatii despre fiecare tema pot fi gasite.

» Perioada 2017-2018: bursa postdoctorala ICUB, avand ca obiect principal studiul puterilor

grafurilor (Sectiunea A.3 din anexa).

* Perioada 2018-2021: studiul despre complexitatea parametrizata a problemei calcularii unui
cuplaj maxim intrun graf (Partea I). Rezultatele din aceasta parte au fost obtinute in colaborare cu D.

Coudert si A. Popa.

* Perioada 2020-2023: imbunatatirea complexitatii calculdrii diametrului unui graf, in cazul unor
clase de grafuri bine structurate (Partea II). Rezultatele din aceasta parte au fost obtinute in colaborare cu

F. Dragan, M. Habib, H. Guarnera si L. Viennot.

Continutul tehnic al acestui document (Capitolele 3 — 10) are la baza ultimele doud perioade
mentionate mai sus. Totodata, o prezentare scurtd a proiectului meu de cercetare postdoctoral poate fi

regasitd in Anexa A.

In cele ce urmeaza, intai voi raporta activitatile mele de predare (Sectiunea B.1). In special, in
Sectiunea B.1.1, prezint pe scurt experienta mea de indrumare a studentilor. Principalul motiv pentru care
am scris aceasta teza de abilitare este de a obtine dreptul de a coordona doctoranzi, pe temele de cercetare
care au fost initiate in publicarile si proiectele mele. Restul acestei lucrari este dedicat excluziv

activitatilor mele de cercetare.



Contributiile pe care le prezint in aceasta lucrare sunt de natura teoretica. Aceste rezultate se
incadreaza in domeniul Teoriei Grafurilor, care este introdus pe scurt in Sectiunea B.2. Apoi, in Sectiunea
B.3, se pun n context obiectivele mele de cercetare. Se prezinta in mod general intrebarile deschise
principale din domeniu, si abordarile mele pentru a le rezolva. Sectiunea B.4 introduce doua probleme
algoritmice de prim plan, precum si contributiile mele corespunzatoare, care sunt detaliate in capitolele
tehnice ale acestui document. Aceste doua probleme sunt calcularea diametrului si a unui cuplaj maxim
intrun graf. Totodata, mentionez si ca in Anexa A, se pot regdsi mai multe contributii importante despre
problemele Leaf Power si calcularea hiperbolicitatii Gromov. Sectiunea B.5 este un sumar detaliat al

capitolelor tehnice.
B.1 Activitati de Predare

Incepand cu anul 2017, am fost implicat in programul de master ,,Ingineria Software”, din cadrul
Facultatii de Matematica si Informatica a Universitatii din Bucuresti. Am tinut mai multe lectii, in
legatura (directa si/sau indirectd) cu activitatile mele de cercetare. Primul curs pe care l-am tinut in acest
program de master: ,,Evaluarea Performantelor Sistemelor Complexe”, era bazat pe teoria lanturilor
markoviene. Aceasta teorie a stat la baza studiilor mele despre grafurile aleatoare (considerate ca fiind
modele ideale pentru retelele complexe), in perioada tezei mele si dupa aceasta. Tn prezent (incepand cu
anul 2022), tin un curs despre algoritmi paraleli si distribuiti pentru grafuri, ceea ce consider sa fie o
tematica pertinenta in contextul analizelor la scara larga ale unor multimi de date relationale. De
asemenea, am propus si un curs optional despre retelele complexe, in contextul caruia se discutd despre

caracteristicile acestor retele, si aplicatiile algoritmice ale acestora.

Tncepand cu anul 2018, o dati ce am obtinut titlul academic de lector (am castigat titlul de
conferentiar, prin concurs, in anul 2021), am predat si cursuri de licentd. Mai exact, am tinut orele de
Teoria Grafurilor (pana in anul 2020), si de Structuri de Date si Algoritmica. Tinand cont de cunostinte
acumulate de catre studentii nostri la liceu, am avut ocazia sa predau si citeva subiecte mai avansate,
precum: metodele eficiente de a determina cei mai mici stramosi comuni intrun arbore cu radacina,
structura de date range tree, cuckoo hashing, algoritmul de sortare Timsort, etc. Incepand cu anul 2022,
am propus un curs optional despre algoritmica avansata a grafurilor, al carui continut este asaimanator cu
cel al mai multor cursuri din strainatate, precum cele din Masterul Parizian de Cercetare in Informatica

(MPRI).

Totodata, in perioada 2019-2021, am fost invitat sa tin si cursurile de Algoritmica si Structuri de

Date la Universitatea Tehnica de Constructii Bucuresti.

B.1.1 indrumarea Studentilor



Am indrumat in jur de sapte lucrari de licenta (cinci lucrari de cand am ajuns in Romania), si trei
lucrari de master (doud lucrari de cand am ajuns in Romania). In general, accept si coordonez doar
lucrérile ale caror tema are o legatura cu activitatile mele de cercetare, ceea ce explica numarul relativ
redus de lucrari coordonate. Am gazduit si T. Trolliet, in timpul tezei sale de doctorat, pentru o vizita de

cercetare. Am fost parte din doud comisii de Indrumare a unor doctoranzi.

Tn perioada 2022-2023, am implicat doi studenti de la facultate intrun Proiect Experimental
Demonstrativ (PED) pentru care am fost director de proiect. In viitor, intentionez s includ si studentii

mei doctoranzi Tn proiectele mele in derulare.
B.2 Domeniul Studiat

Pe parcursul acestui document, o retea este intotdeauna reprezentata ca fiind un graf. Reamintim
ca un graf este definit ca fiind o pereche G = (V, E) astfel incat V se numeste multimea varfurilor
(’nodurile retelei”) si E € V2 se numeste multimea muchiilor (”link-urile retelei”). Cititorii acestui

document se pot referi la Capitolul 2 pentru mai multe definitii si terminologii.

In modelarea unor cazuri reale, nodurile si link-urile unei retele pot fi interpretate in mai multe
feluri. Aceasta flexibilitate ne permite sd folosim modelele bazate pe grafuri in studiul mai multor sisteme
complexe (fie biologice sau tehnologice): ceea ce include retelele neuronale, retelele sociale, retelele de
interactiuni dintre proteine, si centrele de date. Totodata, daca acest lucru se potriveste cu sistemul studiat,
este posibil si sa orientam muchiile, sa alocam ponderi si/sau etichete la fiecare nod/muchie, sau sa
inlocuim muchiile cu unele submultimi ale nodurilor cu dimensiunea nenula oricare. Atunci ne referim fie
la un graf orientat, la un graf ponderat, sau la un hipergraf, si la terminologia corespunzatoare. Aceste
modele bazate pe grafuri augmentate pot aduce la o imbunatatire a modelarii unor cazuri reale. De
exemplu, existenta unor restrictii tehnologice, cum ar fi interferentele radio sau latenta unui link, poate fi
integrata in model prin alocarea unor etichete sau a unor ponderi. Totodatd, modelul standard in Analiza
Retelelor ramane cel bazat pe grafuri neorientate si neponderate, acesta fiind un compromis satisfacator
dintre simplitate si realism. Mai mult, este de inteles ca rezolvarea unor probleme ale sistemelor complexe
cere ntai rezolvarea acestor probleme pentru grafurile de baza. Dacd nu se specifica altfel, rezultatele

prezentate in aceastd teza de abilitare sunt numai pentru grafurile neorientate si neponderate.

Teoria Grafurilor se imparte in mai multe subteorii (ex., structurala, metrica, algebrica,
topologica, etc.), cu unele abordari, implicatii si rezultate diferite. in cadrul Algoritmicii Grafurilor, un
graf este o structura de date abstractd. Problemele computationale ale grafurilor sunt mereu motivate de
studiul unor proprietati matematice ale acestora, sau de o aplicatie practica. intradevar, sunt unele sarcini

ale retelelor, precum alocarea resurselor si transferul de pachete, care pot fi usor modelate ca unele



probleme ale grafurilor. in mai multe cazuri, obiectivul unei astfel de probleme consti in calcularea mai
multor siruri de muchii, avand proprietatea ca fiecare doua muchii consecutive intrun sir trebuie fi
incidente, si cu anumite restrictii suplimentare care variaza intre problemele. In cele ce urmeaza, un sir de
muchii cu proprietatea, mai sus mentionata, ca fiecare doud muchii consecutive sunt incidente, se numeste
abuziv un lant (muchiile si ciclurile sunt considerate si ele ca fiind lanturi). O teorie a problemelor bazate
pe lanturi a fost initiata de catre Tarjan. De exemplu, problemele de calculare a unui flux, a unui cuplaj,
sau a unor drumuri minime intrun graf, sunt toate bazate pe lanturi. Aceste probleme se potrivesc in
special cu studiul retelelor de comunicatii (ex. retelele de telecomunicatii, retelele sociale, retelele de
transport, retelele de interactiuni, etc.). Toate problemele considerate in aceastd lucrare sunt bazate pe

lanturi.
B.3 Temele de cercetare (Prezentare informala)

In linii mari, activitatile mele de cercetare sunt motivate de urmitoarea intrebare informala: Sd se
determine structurile subiacente intrun graf care pot fi folosite pentru a rezolva cat mai eficient unele
probleme ,,dificile” care sunt bazate pe lanturi. Ceea ce Inseamana ca 1n acest caz eficienta unui algoritm
depinde de cum definim o problema dificila. Daca este vorba de o problema NP-hard, atunci obiectivul ar
fi sa identificim unele clase de grafuri cat mai generale astfel incat problema sa poata fi rezolvata in timp
polinomial'. Aceastd abordare este conform tezei lui Cobahm care caracterizeaza algoritmii ,.eficienti” ca
fiind cei care ruleaza in timp polinomial. Totodata, s-a dezvoltat recent si o teorie a dificultatii
problemelor din clasa P. Nevoia pentru o astfel de teorie mai fina este partial motivata de contextul
tehnologic. Intradevir, trecerea noastra foarte rapid de la Revolutia Industriald pana la Era Informationala
a rezultat intro supradimensionare fara precedent a retelelor de comunicatii, ceea ce s-a vizut in special cu
Internet-ul. La momentul redactarii tezei mele de doctorat, se asteptase ca volumul traficului Internet
global sa fi ajuns la 40 zettabyte pana in anul 2020. Dar aceasta predictie a fost depasitd cu mult, volumul
real 1n anul 2020 fiind de 64.2 zettabyte, si se asteapta acum ca aceasta sa depaseasca 180 zettabyte pana
in anul 2025. In acest context, ar fi mai rezonabil sa definim o problema ca fiind dificila daca aceasta nu
poate fi rezolvata in timp O(N?*), N fiind dimensiunea intrarii, pentru o anumita constanta q destul de
mica (sd zicem de exemplu q < 3) si orice valoare € > 0. Pentru mai multe detalii, cititorii interesati pot

consulta Capitolul 2. Cele doua probleme principale despre care se discuta in aceasta lucrare: problemele

! Determinarea existentei unui algoritm in timp cvasi-polinomial, adica, care ruleaza in timp O(2P°V°9N)) N fiind
dimensiunea intririi, poate fi si ea o provocare interesanta. Intradevir, sub unele ipoteze de complexitate standarde,
precum Ipoteza Timpului Exponential (ETH), o problema NP-hard nu poate fi rezolvatd pentru grafurile oarecare
nici Tn timp cvasi-polinomial.



calcularii diametrului si a unui cuplaj maxim intrun graf, sunt doud exemple de probleme dificile din clasa

P.

Meritd mentionat ca cercetarea mea Nnu are ca scop dezvoltarea unor algoritmi eficienti in
practica. Tn linii mari, dandu-se unele probleme care pot fi rezolvate in timp O(N?), pentru o anumiti
constanta q > 1, studiez proprietatile aditionale suficiente pentru existenta unui algoritm in timp O(NY¢),
pentru o valoare € > 0 oricare. Totodatd, o astfel de imbunatatire a exponentului este pertinenta doar in
cadrul studiului asimptotic al algoritmului. In practica, alte aspecte precum constanta ascunsa in notatia
”O-Mare” (O) si folosirea unor structuri de date cat mai simple se pot revela mult mai importante.
Implementarea si testarea in practicd a unor algoritmi este un domeniu de cercetare separat, care se
numeste Ingineria Algoritmilor (Algorithm Engineering). Rezultatele mele de cercetare pot fi considerate

ca o dovada de fezabilitate pentru existenta unui algoritm practic.

Un algoritm presupunand ca grafurile de intrare indeplinesc anumite restrictii netestate, poate sa
nu termine pentru un graf oricare (daca acesta nu indeplineste restrictiile mentionate mai sus) sau sa
returneze o iesire gresitd. Din fericire, se stie ca grafurile reale nu sunt oarecare. Exista o ampla literatura
despre proprietatile acestora, precum fenomenul lumea (foarte) mica — (ultra) small-world phenomenon —,
clustering, si distributia gradelor dupa regula puterilor. A se vedea teza de doctorat a lui T. Trolliet pentru
mai multe detalii i exemple. De asemenea, se pot folosi unele metode de construire specifice, astfel incat

retele tehnologice (ex., retelele integrate in sateliti) sa indeplineasca proprietatile necesare.

Déandu-se o problema de rezolvat intro clasa de grafuri C, se defineste un algoritm robust ca fiind
un algoritm A care pentru orice graful G de intrare, fie rezolva corect problema, fie certificd cd G /€ C.
Aceasta definitie a fost introdusa de cétre Spinrad. Se poate observa ca prin definitie, un algoritm robust
nu poate returna o iesire gresita (desi acesta tot poate sa nu termine pentru grafurile oarecare care nu sunt
in clasa C). In contrast, nu se poate avea incredere in iesirea unui algoritm ne-robust. Desi orice algoritm
pentru grafurile intro clasa C poate fi transformat intrun algoritm robust, prin integrarea unui test
preliminar daca graful de intrare apartine clasei, o astfel de operatie poate impacta dramatic timpul de
rulare al algoritmului. De exemplu, am prezentat in [Duc23] un algoritm in timp O(mv(kn))? pentru a
calcula raza unui graf cu n varfuri si m muchii al carui numar Helly este cel mult egal cu k (a se vedea si
Capitolul 8). Totodata, problema calculdrii numarului Helly este coNP-hard?®. Pe de o parte, folosirea unor

algoritmi ne-robusti pentru o clasa de grafuri C trebuie sa fie limitata la subclasele C' € C astfel incét se

2 Se foloseste notatia O pentru a ignora dependintele poli-logaritmice Tn timpul de rulare.
3 Acest rezultat a fost demonstrat doar pentru hipergrafuri, dar aceeasi abordare poate fi aplicata si la grafurile split.



poate verifica intrun mod eficient daca un graf este in C'. Pe de o alta parte, un algoritm pentru grafurile

din C poate fi aplicat la grafurile din orice subclasa C'.

In cazul retelelor complexe, caracteristicile specifice ale acestora pot fi deduse de o analiza a unor
multimi de date reale. Atunci, In timpul implementarii unui algoritm nou, ne putem restrictiona la
grafurile cu unele proprietati aseménatoare retelelor complexe. O abordare alternativa consta in
dezvoltarea unor modele de grafuri aleatoare, ceea ce putem considera ca fiind modele ideale pentru
retelele complexe. Daca aceste grafuri aleatoare indeplinesc o anumita proprietate P cu mare
probabilitate, si mai mult exista o corelatie pozitiva dintre modelul corespunzator si datele reale, atunci un
algoritm poate fi folosit ca euristica daca acesta este demonstrat ca fiind corect pentru grafurile cu

proprietatea P. In acest document, nu se detalieazi mai multe legate de acestea aspecte.

Exemple. Teoria locatiei este strans legata cu activitatile mele de cercetare recente. Pentru a ilustra
aceasta relatie, sa se considere problema amplasarii unor job-uri Intrun centru de date. Ca si se poata
accesa si imparti resursele retelei, este nevoie de mai multe transferuri costisitoare ale caror costul poate
reprezinta pand la jumitatea timpului de finalizare. Intro astfel de situatie, este de dorit ca fiecare job s
fie programat astfel incat numar de transferuri sa fie minimizat. — Bineinteles, acesta este o simplificare.
De fapt, sunt mai multe criterii de considerat. — Acest obiectiv poate fi re-formulat ca fiind o problema a
grafurilor. Mai specific, dandu-se o submultime S de varfuri (locatiile resurselor), un varf se numeste
central daca acesta minimizeaza distantd maxima pana la un varf din S; se numeste mediand un varf care
minimizeaza distanta medie pana la un varf din S. Problema centrului cere sa se calculeze un varf central
ntrun graf; de asemenea, problema medianei cere sa se calculeze o mediana intrun graf*. Pentru un alt
exemplu, in domeniul calculrii paralele, s se considere difuzarea unor mesaje dintre surse si destinatii
oarecare. Atunci, diametrul (distanta maxima dintre doua varfuri) este timpul maxim de finalizare a
trimiterii, Tn lipsa unor interferente. Problema diametrului cere sa se calculeze diametrul unui graf. A se

vedea Partea Il a acestei lucrarii pentru un studiu al complexitatii acestor probleme.

Daca pentru fiecare varf v se executa o parcurgere in latime (BFS), atunci se obtine un arbore al
drumurilor minime cu rddéacina v. O astfel de parcurgere se face in timp liniar. Facand asa, se poate
calcula matricea distantelor intrun graf in timp polinomial. In special, se pot rezolva in acelasi timp
problemele centrului, ale medianei si ale diametrului. Totodata, acesti algoritmi ”naivi” nu sunt practici.

Intradevar, timpul lor de rulare este cvadratic in numarul de muchii®. Nu este surprinzitor ca se considera

4 In general, se presupune ci S = V (G), adica, toate varfurile sunt considerate in egald masuri. Totodat, s-a studiat
si cazul general cu S fiind oricare, sub denumirile problemei 1-Center si problemei lui Weber.

5 Este si cubic In numarul de varfuri. Totodat3, avand in vedere ci, in general, numarul de muchii intro retea
complexd este proportional liniar cu numarul de varfuri, dependinta In numarul de muchii este cea mai pertinenta.



o complexitate cvadratica ca fiind una excesiva pentru grafurile mari, cu milioane de varfuri si uneori
miliarde de muchii. Depasirea barierei cvadratice poate fi vazuta ca fiind un prim pas spre dezvoltarea

unor algoritmi practici.

Din pacate, exista unele probleme care nu pot fi rezolvate in timp subcvadratic. Spre exemplu,
este cazul de problema calcularii distantelor intrun graf, deoarece aceasta cere sa se calculeze o matrice cu
un numar de intrari patratic. Totodata, daca iesirea problemei este limitata la o singura valoare, ceea ce
este cazul pentru problema diametrului, atunci nu se poate obtine cu aceastd abordare decat o margine
inferioara triviala. Conform teoremei de ierarhie in timp, existd unele probleme decizionale — asadar, ale
caror iesire este un singur bit! — care pot fi rezolvate in timp cvadratic dar nu pot fi rezolvate in timp
subcvadratic. Dar aceste probleme sunt artificiale, fiind obtinute printrun argument de diagonalizare.
Acum zece ani, inca nu exista o teorie a complexitatii care ar fi permis sa demonstram ca o problema nu
poate fi rezolvata in timp subcvadratic, sub unele ipoteze standarde. Dar Intre timp a aparut o teorie
moderna a dificultati problemelor din clasa P, bazata pe unele metode noi de reducere dintre problemele
polinomiale. A se vedea Capitolul 2 pentru mai multe detalii. in special, a rezultat din aceasti teorie o
intelegere cat mai buna despre complexitatea problemei diametrului, atat pentru calcularea exacta cat si
pentru calcularea aproximata. In linii mari, dificultatea acestei probleme a fost studiata prin cazul special
de a decide dacd diametrul unui graf este egal cu doi. Putem observa ca diametrul unui graf este cel putin
egal cu trei daca si numai daca existd doud varfuri ale caror vecinitati sunt disjuncte. Aceasta relatie dintre
problema diametrului si problema multimilor disjuncte a fost studiata pentru prima data in anul 1992, dar
fara sa atraga atentia algoritmicienilor. Recent, Williams a demonstrat ca problema multimilor disjuncte
nu poate fi rezolata in timp subcvadratic sub ipoteza timpului exponential puternic (SETH). — Pe baza
aceasta, s-a re-descoperit relatia dintre problema diametrului si problema multimilor disjuncte, ceea ce a
adus la rezultatul de imposibilitate de a calcula diametrul unui graf in timp sub-cvadratic sub ipoteza
timpului exponential puternic. — Ipoteza timpului exponential puternic este o versiune mult mai puternica
de problema P vs. NP. Mai specific, se face ipoteza ca problema satisfiabilitatii nu poate fi rezolvata in
timp 2", pentru orice € < 1. Este surprinzitor cat de mult o conjecturd despre problemele NP-hard a

contribuit la intelegerea noastra despre problemele din clasa P.

Abordarea mea in cercetare consta in exploatarea algoritmica a unor proprietati structurale si
metrice ale grafurilor, care sunt deseori intalnite in retele complexe. Spre exemplu, putem studia

complexitatea calcularii diametrului in cazurile urmatoare:

* diametrul este proportional cu numarul de vérfuri. — Studiul acestui caz este pertinent in
analiza retelelor rutiere si a retelelor moleculare, in care s-au observat existenta a mai multor sub-structuri

inlantuite.



» graful este planar, sau poate fi incoporat intro suprafata a carei gen este limitat la o constantd,
in asa fel incat muchiile sa se intersecteze doar in noduri. — Studiul acestui caz poate avea aplicatii in

analiza retelelor strazilor, a retelelor rutiere, etc.

» graful exclude un anumit pattern (ex: subgrafuri induse, minori, multimi asteroidale, etc.). —

Exista o astfel de caracterizare pentru grafurile interval, si toate clase de grafuri ereditare.

Alaturi de co-autorii mei, am rezolvat, complet sau partial, toate cele trei cazuri mentionate mai
sus. Merita mentionat ca s-au dedus raspunsurile lor dintro singura proprietate comund a acestor grafuri.

O astfel de generalitate este rareori intdlnitd in literatura de specialitate.

Algoritmii mei sunt mereu completati cu unele demonstratii de margini inferioare (conditionate la
unele ipoteze). Spre exemplu, am demonstrat cd diametrul unui graf cu n varfuri poate fi calculat in timp
cvasi-liniar daca acesta este in w(n/ log n). Totodata, daca ipoteza timpului exponential puternic (SETH)
este adevarata, atunci pentru orice valoare € > 0, diametrul unui graf cu n varfuri nu poate fi calculat in
timp O(n*®), chiar dacd acesta este in o(n/ log n). A se vedea si Capitolul 10. Aceste rezultate de mai sus

contribuie la 0 mai buna intelegere despre sursa dificultatii a problemelor considerate.
B.4 Contributiile cele mai semnificative

In cele ce urmeaza, se discuti numai despre rezultatele pe care le-am obtinut dupa sustinerea tezei
mele de doctorat (incepand de luna Ian. 2017). In special, nu am luat in considerare contributiile mele in
domeniul Web’s Transparency (ceea ce include si articolul meu cel mai citat®), pentru care inca nu am
gasit colaboratori noi de cdnd am ajuns in Romania. De asemenea, nu am luat in considerare rezultatele
pe care le-am obtinut, alaturi de indrumatorul meu de doctorat D. Coudert, despre descompunerea unui
graf prin clici separatoare. Aceste rezultate inca continua si fie citate si folosite deseori in unele articole

stiintifice din domeniile algoritmicii si biologiei.

Rezultatele prezentate in aceastd lucrare sunt structurate in jurul a doua probleme fundamentale
ale grafurilor: problemele calculirii a unui cuplaj maxim si a diametrului unui graf. in cele ce urmeaza,

sunt introduse amandoud problemele, si contributiile corespunzatoare.
B.4.1 Contributii pentru probleme despre cuplaje (Partea I)

Un cuplaj intrun graf este o multime de muchii astfel incat nu sunt doua muchii cu un capat

comun. Problema cuplajului maxim cere si se calculeze un cuplaj al carui numér de muchii este

5 Meritad mentionat ca tema articolului tine mai mult de domeniul Stiintelor Inginereste decit de domeniul
Informaticii Teoretice, ceea ce explica partial numarul lui de citari mult mai ridicat.



maximizat. Tn special, un cuplaj este perfect daca fiecare varf este incident cu 0 muchie a cuplajului. Se
poate observa usor ca orice cuplaj perfect este si un cuplaj maxim, desi un cuplaj perfect poate sd nu
existe. Problema calcularii unui cuplaj maxim este o sarcind de baza in mai multe mecanisme de alocare a
resurselor, Tn scheduling, dar si in chimie, deoarece sa facut ipoteza ca existentd unui cuplaj perfect (ceea
ce se numeste si o structurd Kekulé in acest context) este o conditie necesara pentru un sistem conjugat sa
se sintetizeze. Cel mai bun algoritm cunoscut pentru aceasti problemi ruleaza in timp O(mvn) pentru
grafurile oarecare cu n varfuri i m muchii. Acesta este asa de complex ca mai avem nevoie de corecti si

de clarificari peste doud zeci de ani de cand s-a publicat articolul original.

Unii autori au sugerat ca este pertinent sa luam in considerare problema cuplajului maxim in
cadrul dezvoltarii unei teorii a complexitatii parametrizate pentru problemele din clasa P. Sugestia lor a
fost partial motivata de existenta unor metode de prelucrare pentru problema cuplajului maxim care sunt
foarte eficiente in practicd. Acesti autori au demonstrat existenta mai multor algoritmi parametrizati
pentru aceasti problemd, care ruleaza in timp f(k)(n+m)**°®, f fiind o functie a parametrului k considerat.
Aceste rezultate, obtinute prin studierea mai multor parametrii, au dus la o unificare si la o generalizare a
mai multor algoritmi cunoscuti anterior pentru unele clase de grafuri izolate. Intr-adevar, algoritmii
parametrizati pot fi considerati ca o metoda de lucru pentru a unifica si a generaliza rezultatele deja
cunoscute despre unele clase de grafuri diferite, prin folosirea unor proprietati comune. Ceea ce ma
intereseaza cel mai mult in activitatile mele de cercetare este de a identifica cele mai generale proprietatile
ale grafurilor care pot fi exploatate pentru a rezolva mai rapid o problema. A se mentiona ca cu cat mai

generale sunt proprietatile considerate, cu cat mai putin putem Imbunatati timpul de rulare.

Parametrii Tree-width si Clique-width sunt printre cei mai studiati in literatura. A se vedea
Capitolul 2 pentru definitia lor. Existd unele relatii intre acesti parametri si unele moduri de reprezentare
ale unui graf ca un arbore, ceea ce permite dezvoltarea mai multor algoritmi pentru aceste grafuri,
folosind programarea dinamica de pe reprezentarea lor arborescentd. Asadar, sunt mai multe probleme
NP-hard care pot fi rezolvate in timp polinomial pentru grafurile ale caror parametru treewidth sau clique-
width este limitat la o constanta. Au fost prezentati unii algoritmi parametrizati pentru calcularea unui
cuplaj maxim intrun graf, care ruleaza in timp cvasi-liniar si depind polinomial de treewidth. Ceea ce ne a
motivat pe mine, D. Coudert si A. Popa, sa studiem existenta unui astfel de algoritm parametrizat care tot
ruleaza in timp cvasi-liniar dar depinde polinomial de clique-width (acesta fiind un parametru mai general

decét tree-width).

Rezultate. Langurile de crestere stau la baza mai multor algoritmi pentru calcularea unui cuplaj maxim,
existenta unora fiind, in linii mari, un certificat care dovedeste ca un cuplaj nu este maxim. Am prezentat

unele relatii structurale dintre lanturile de crestere si modulele intrun graf. Un modul al unui graf G = (V,



E) consta intro submultime M de varfuri in asa fel incat vecinii lor in V \M sunt identici. Descompunerea
modulara a unui graf este o descompunere recursiva in module ale acestui graf. Existd unele relatii
importante intre modulele unui graf si parametrul clique-width. A se vedea si Capitolul 2. Totodata, s-au
observat si unele relatii dintre modulele unui graf si structura comunitatiilor intro retea complexa. Cu
ajutorul unor rezultate structurale noi, am obtinut unii algoritmi in timp liniar pentru calcularea unui
cuplaj maxim Tn mai multe subclase de grafuri ale caror parametru clique-width este limitat la o
constanta. In linii mari, aceste grafuri mai sus mentionate sunt cele care pot fi reduse la arbori, sau la
altele clase de baza, folosind descompunerea modulara. Aceste rezultate pot fi regésite in Capitolul 4 al

acesteli lucrari.

Taieturile (splits) ale unui graf sunt un fel de generalizare a modulelor. Exista si unele relatii intre
taieturile unui graf si parametrul clique-width. Am demonstrat unele relatii dintre taieturile unui graf si
lanturile de crestere, pe baza carora am obtinut algoritmi in timp cvasi-liniar pentru calcularea unui cuplaj
maxim in $i mai multe subclase de grafuri ale caror parametru cliquewidth este limitat la o constanta, din
care fac parte grafurile ereditare dupa distantd. Aceste rezultate pot fi regasite in Capitolul 5 al acestei

lucrari.

Merita mentionata existenta unor algoritmi destul de simpli pentru calcularea in timp liniar a
descompunerii modulare si a descompunerii unui graf prin taieturile. Asadar, rezultatele prezentate in

Capitolele 4 si 5 pot fi aplicate si pentru prelucrarea retelelor reale.

Din pécate, nu s-au putut gasi relatii la fel de interesante, din punct de vedere algoritmic, intre
lanturile de crestere si alte structuri combinatorice care sunt legate si cu parametrul clique-width. Din
acest motiv, pentru cazul general, s-a considerat o abordare total diferitd, bazata pe logica grafurilor. intro
serie de articole intemeiatoare (cu unii co-autori), pe baza careia dansul a obtinut recent premiul Nerode,
Courcelle a demonstrat printr-altele rezultate ca orice problema de optimizare care poate fi exprimata
ntro extensie a logicii monadice de ordinul doi (pe scurt CMSO4, a se vedea Capitolul 2 pentru o definitie
preciza) poate fi rezolvata in timp liniar pentru grafurile ale caror parametru cliquewidth este limitat la o
constanta’. Problema cuplajului maxim nu poate fi exprimata cu aceastd logica! Totodatd, o problema
strans legata: ce este existenta unui certificat al lui Tutte, poate fi ea exprimata in CMSO;. Am prezentat
un algoritm divide et impera pentru calcularea unui cuplaj maxim intrun graf, bazat pe calcularea unor

certificate ale lui Tutte Tn mai multe subgrafuri. Dandu-se un graf cu n varfuri si m muchii, al carui

7 Teorema de optimizare a lui Courcelle presupune pre-calcularea unei k-expresie clique-width (clique-width k-
expression), ceea ce este o reprezentare arborescentd doveditoare ca valoarea parametrului clique-width este cel mult
egald cu k. Acest aspect tehnic este detaliat mai mult in capitolele tehnice ale acestei lucrarii.



parametru clique-width este cel mult egal cu k, timpul de rulare al acestui algoritm este In O(f(k)-(n+m)),

pentru o anumita functie f neelementard. Aceste rezultate pot fi regasite in Capitolul 6 al acestei lucrari.

Existenta unui algoritm in timp cvasi-liniar care depinde doar polinomial de parametrul clique-

width raméane o problema deschisa.
B.4.2 Contributii pentru probleme cu distante (Partea II)

Reamintim ca diametrul unui graf conex este egal cu distanta maximala dintre doua varfuri
oarecare. — Pentru grafurile neconexe, putem defini diametrul ca fiind distanta maxima dintre doua varfuri
in aceasi componentd conexa. — De asemenea, reamintim ca indicele Wiener este egal cu suma distantelor
intrun graf, ceea ce este, dupa normalizare, distanta medie intrun graf. Numele acestui indice topologic
este cel al chimistului Harry Wiener, care a evidentiat o corelatie dintre acesta si punctul de fierbere al

unor alcani.

Un centru intrun graf este orice varf care minimizeaza distanta lui maxima pana la celelalte
varfuri. Distanta maxima dintre centru si un alt varf se numeste §i raza grafului. De asemenea, o mediana
intrun graf este orice varf care minimizeaza distanta lui medie pana la celelalte varfuri. — Aceasta
terminologie a fost introdusa anterior in Sectiunea 1.3. — Centrele si medianele sunt exact varfurile ale
caror indice de centralitate, dupa excentricitate si dupa apropiere (closeness) sunt maximizate — acesti

indici fac parte din metodele de clasificare cele mai populare ale nodurilor intro retea®.

Din motivele mai sus expuse, complexitatea problemelor calcularii diametrului, razei, indicelui
Wiener si a centrelor si medianelor intrun graf au fost studiate foarte mult in literatura. Acestea pot fi
toate rezolvate in timp O(nm) pentru grafurile cu n varfuri $i m muchii, prin calcularea matricei
distantelor. Totodata, sub ipoteza timpului exponential puternic, acest timp de rulare este cvasi-optim. A

se vedea si Capitolul 7.

Existenta unor algoritmi in timp (cvasi) liniar pentru aceste probleme restrictionate la unele clase
de grafuri a fost foarte mult studiata si in literaturd. Totodata, rezultatele obtinute pana acum au fost
destul de limitate. Spre exemplu, cu ocazia conferintei organizate cu ocazia implinirii sale a 60 de ani,
Chepoi a observat ca sunt putine clase de grafuri pentru care stim sa calculam mediana In timp liniar, ceea
ce include algoritmul dansului cu co-autori pentru grafurile median, si algoritmul meu recent pentru

grafurile dual cordal.

8 O astfel de metoda alternativa si mult mai populari este cea bazatd pe indicii de centralitate dupd mijlocire
(betweenness). Din pacate, studiul al complexitatii acestui indice este mai putin avansat.



In cele ce urmeaza, se discuta doar despre diametrul, pentru care exista o literaturd mai ampla
decét cea pentru celelalte probleme considerate. Una dintre primele rezultate de anvergura pentru
calcularea diametrului a fost algoritmul lui Olariu pentru grafurile interval. Ceea ce este interesant este ca
prin rezultatele prezentate in aceasta teza de abilitare, se evidentiaza faptul ca sunt multe proprietati ale
grafurilor interval care pot fi exploatate pentru o calculare eficienta a diametrului in unele clase de grafuri
mai mari. Acesti algoritmi ruleaza in timp sub-cvadratic, dar nu neaparat in timp liniar. Subiectul
existentei unor algoritmi in timp sub-cvadratic pentru calcularea diametrului a atras atentia
algoritmicienilor doar in ultimii ani, lucrarile mai vechi fiind excluziv despre dezvoltarea unor algoritmi
n timp liniar sau cvasi-liniar. Aceasta schimbare de paradigma se datoreaza marginii inferioare pentru
calcularea diametrului, sub ipoteza timpului exponential puternic, ceea ce a fost demonstrata recent. Un
prim rezultat de importanta a fost algoritmul lui Cabello pentru calcularea diametrului unui graf planar cu
n varfuri In timp O(n“). Abordarea lui a fost aplicati si la mai multe probleme de grafuri care sunt legate
cu distante. In contrast, sunt unele clase de grafuri foarte simple, din punct de vedere structural si metric,
pentru care calcularea diametrului nu se poate face decét in timp cvadratic (sub unele ipoteze de
complexitate standarde). Acestea includ grafurile bipartite si grafurile split. Deocamdata, nu exista o
caracterizare satisfacatoare despre clasele de grafuri ale caror problema diametrului poate fi rezolvata in

timp sub-cvadratic.

Rezultate. Intro serie de articole recente (alituri de mai multi co-autori), am contribuit la intelegerea mult
mai buna despre complexitatea calculdrii diametrului in unele clase de grafuri foarte generale. Rezultatele
noastre pot fi generalizate partial la mai multe probleme legate cu distante. Ceea ce este remarcabil la
acestea este nivelul lor de generalitate. Spre exemplu, printro proprietate comuna a grafurilor interval si a
grafurilor planare, se poate deduce existenta unui algoritm eficient (in timp sub-cvadratic) pentru

calcularea diametrului Tn ambele clase de grafuri.

Mingea centrata la varful v cu raza k este multimea varfurilor care stau la distanta cel mult k
raportat la v. Putem defini hipergraful mingiilor unui graf G ca fiind mul{imea mingiilor acestui graf (cu
centrul si raza oarecare). Studiul proprietétilor acestui hipergraf are sens in cadrul studiului complexitatii
unor probleme despre grafurile legate cu distante. Hipergrafurile au fost considerate ca fiind un model
combinator pentru problemele de cerinte de interval in spatiile metrice. Din acest motiv, proprietatile
hipergrafurilor au fost studiate foarte mult in domeniul Geometriei Computationale. Un merit al aceastei
lucriri este de a transfera o parte din aceste rezultate la problemele pentru grafuri. Abordarea propusa se
bazeaza si pe Teoria Metrica Grafurilor, in care se studiaza clasele de grafuri ale caror functie a
distantelor are unele proprietati asemanatoare cu spatiile metrice clasice, precum spatiile Euclidiene si

spatiile Hiperbolice.



Grafurile Helly sunt exact cele ale caror hipergraf al mingiilor indeplineste proprietatea lui Helly:
dandu-se o multime de mingi in asa fel incat fiecare doua mingi se intersecteaza, intersectia tuturor
mingiilor multimii este nevida. Clasa grafurilor Helly este una dintre cele mai studiate in Teoria Metrica
Grafurilor. Intradevir, orice graf este subgraful izometric al unui graf Helly. Mai mult, retelele complexe,
desi in general nu sunt grafuri Helly, indeplinesc o varianta putin mai slaba a proprietatii lui Helly. Sunt si
unele clase de grafuri cu unele aplicatii practice, precum grafurile interval, care sunt grafuri Helly. Am
initiat studiul complexitatii problemelor de calculare a diametrului, razei si medianelor intrun graf Helly.
Acest studiu a fost realizat in colaborare cu F. Dragan si H. Guarnera. In mai multe cazuri, am obtinut
unii algoritmi eficienti folosind o strategie simpla de cautare locald. Aceste rezultate pot fi regasite in

Capitolul 8 al acestei lucrari.

Dimensiunea Vapnik-Chervonenkis (pe scurt, VC-dimension) a fost studiata in foarte multe
domenii, precum invatarea automata. De asemenea, a fost studiata in Teoria Grafurilor. S-a definit
parametrul distance VC-dimension al unui graf G ca fiind dimensiunea Vapnik-Chervonenkis asociatd cu
hipergraful mingiilor lui G. Merita mentionat ca parametrul distance VC-dimension este limitat la o
constanta in urmatoare clasele de grafuri: grafurile interval, grafurile ale caror parametru clique-width
(sau tree-width) este limitat la 0 constanta, grafurile planare si, mai general, toate grafurile care pot fi
incorporate intro suprafata al carui gen este limitat la o constanta, Tn asa fel incat muchiile se pot
intersecta doar in varfuri. Am prezentat unii algoritmi Tn timp sub-cvadratic pentru calcularea diametrului
in toate clasele de grafuri mai sus mentionate. in special, am generalizat algoritmul lui Cabello pentru
grafurile planare la toate clasele de grafuri care exclud un minor fixat. Aceste rezultate au la baza o
proprietate a hipergrafurilor cu dimensiunea Vapnik-Chernonenkis limitata la o constanta demonstrata

anterior. Acestea pot fi regasite in Capitolul 9 al acestei lucrari.

In sfarsit, se considera existenta unor algoritmi Tn timp cvasi-liniar pentru calcularea diametrului,
o provocare mult mai mare. Recent, au fost prezentati unii algoritmi parametrizati pentru calcularea
diametrului si al indicelui Wiener al unui graf, in cazul special in care parametrul tree-width este limitat la
o constanta. S-a demonstrat si cd dependinta exponentiala 1n tree-width a timpului de rulare este optima,
sub ipoteza timpului exponential puternic. Aceste rezultate sunt bazate pe o structurd de date introdusa
anterior de catre Bentley pentru cerintele de interval in bazele de date. S-a observat ca aceasta structura de
date poate fi aplicati si la rezolvarea unor probleme ale grafurilor care sunt legate cu distante. In linii
mari, graful este deconectat recursiv cu unele mul{imi separatoare cu k varfuri, si la fiecare pas, varfurile
sunt reduse la un k-tuplu de distante. Am propus unele metode asemanatoare, dar folosind alte structuri

decét multimile separatoare, precum: taieturile (cu aplicatii la calcularea eficientd a diametrului in



grafurile ale caror parametru clique-width este limitat la o constanta), reprezentarile unui graf cu

intervale, si hub labeling. Aceste rezultate pot fi regasite in Capitolul 10 al acestei lucrari.

O perspectiva de cercetare interesanta ar fi unificarea rezultatelor in Capitolele 8 si 9, si a mai

multor rezultate din literatura, printrun studiu al proprietatilor asemanatoare cu cea a lui Helly.
B.5 Organizarea capitolelor

In Capitolul 2, pot fi regasite unele rezultate preliminare despre Teoria Complexitatii si
Algoritmica Grafurilor. Cateva din aceste rezultate sunt contributii individuale, sau produsul unei

colaborari cu mai multi co-autori. In capitolele urmatoare, ne vom referi mereu la aceste rezultate.

Partea I a tezei de abilitare este dedicata la un studiu parametrizat despre problema calcularii unui
cuplaj maxim Intrun graf. Se considera in special parametrul clique-width, si alti parametrii legati cu
acesta. Capitolul 3 este un rezumat despre teoria cuplajelor intrun graf, in care se mentioneza si notiunile
mai generale de b-cuplaj si de f-factor. Sunt introduse si conceptele cheie precum: lanturi de crestere si
Matricea lui Tutte. in Capitolele 4 si 5, se prezinta unii algoritmi pentru calcularea unui cuplaj maxim in
timp cvasi-liniar, pentru mai multe subclase de grafuri in care parametrul cligue-width este limitat la o
constanta. Aceste rezultate algoritmice au la baza studiul relatiilor dintre lanturile de crestere si unele
structuri combinatorice precum modulele si taieturile. In Capitolul 6, se prezinti o abordare mai generala,
bazata pe logica grafurilor, care poate fi aplicata la orice graf cu parametrul clique-width limitat la o

constanta.

in Partea II a tezei de abilitare, se prezintd mai multi algoritmi in timp subcvadratic pentru
calcularea exacta a diametrului, si respectiv a altor probleme legate cu distante intrun graf, pentru mai
multe clase de grafuri generale. Rezultatele despre complexitatea acestor probleme, pentru grafurile
oarecare, sunt reamintite in Capitolul 7. Apoi, in urmatoarele trei capitole, se prezinta mai multi algoritmi
generici pentru aceste probleme, in mai multe clase de grafuri, care ruleaza in timp sub-cvadratic. Aceste
rezultate au la bazi unele metode inspirate din domeniul Geometriei Computationale. in special, un studiu
parametrizat despre aceste probleme este prezentat in Capitolele 8 si 9, parametrii considerati fiind
numarul Helly si dimensiunea Vapnik-Chervonenkis a unui graf. Acest studiu este, fara indoiala,
rezultatul principal din cadrul aceastei abilitari. in Capitolul 10 se considera si o tehnicd pentru a rezolva
unele cerinte de interval in spatiile Euclidiene, a carei utilitatea in Algoritmica Grafurilor a fost dovedita

pentru prima data de catre Cabello si Knauer. Se prezintd mai multe aplicatii noi ale aceastei tehnici.

Concluzia lucrarii se regaseste in Capitolul 11. Se mentioneaza si niste perspective despre

rezultatele obtinute, si directii de cercetare.



