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Aceasta teza de abilitare contine rezultate obtinute de autor, singur sau in
colaborare, dupa sustinerea tezei de doctorat in 2009. Cadrul cercetarilor este
algebra comutativa. Domeniul isi are radacinile in lucrarile lui Hilbert de la sfarsitul
secolului al XIX-lea, gi ulterior a evoluat stimulat de interactiunea cu geometria
algebrica si cu teoria numerelor.

In ultimele decenii algebra comutativa beneficiaza de tehnici si intrebari noi din
combinatorica, algebra omologica si teoria reprezentarilor care i-au largit spectrul
de aplicatii. Cregterea sustinuta a puterii de calcul a venit in paralel cu o dezvoltare
rapida a algoritmilor si a programelor de calcul simbolic.

In cercetirile mele am folosit atat abordiri teoretice, dar si computationale
pentru a studia probleme despre syzygii sau unele clase speciale de inele. Aceasta
teza este alcatuita din cinci capitole si o lista de referinte bibliografice. In continuare
vom descrie rezultatele principale, pe capitole.

In primul capitol analizam proprietatea Koszul si aspecte conexe pentru inelul
semigrupal asociat unui semigrup numeric. Fie K un corp arbitrar, H un semigrup
numeric n-generat, iar K[H] inelul toric asociat. Obtinem margini efective pentru
multiplicitatea e(H) in situatia in care inelul graduat asociat (numit si conul sau
tangent) gr,, K[H| este definit prin relatii patratice. Descriem in functie de operatii
de lipire semigrupurile Koszul care sunt intersectie completa. In plus, pentru unele
clase de semigrupuri numerice de interes in literatura (progresii aritmetice, compuse,
intersectii complete speciale, 3-semigrupuri, 4-semigrupuri simetrice sau pseudo-
simetrice) le clasificam pe cele care sunt Koszul.

Sa presupunem ca gr,, K[H]| este definit prin relatii patratice. Demonstram ca
daca n < 5, atunci gr,, K[H] este inel Cohen-Macaulay, iar pentru cazul n = 5
descriem explicit acele semigrupuri H pentru care gr,, K [H| nu este Cohen-Macaulay.
Drept aplicatie aratam ca atunci cand K este corp algebric inchis gi de caracteristica
diferita de doi, iar n < 5, atunci gr,, K[H] este inel Koszul daca si numai daca
(eventual dupa o schimbare de coordonate) idealul sau de definitie are o baza
Grobner patratica.

In capitolul al doilea studiem numerele Betti pentru inelul semigrupal asociat

unui semigrup numeric i pentru conul sau tangent. Fie a = a; < --- < a, un sir
de intregi pozitivi, iar prin H, sa notam semigrupul generat de aq,...,a,. Pentru
orice intreg k > 0 notam cu a + k sirul translatat a; + k,...,a, + k. Se arata ca

pentru toti intregii k suficient de mari conul tangent al inelului semigrupal K|[H ]
este Cohen-Macaulay si are aceleagi numere Betti precum K[Hgag].

Drept consecinta, aratam ca numarul de ecuatii ce definesc conul tangent al unui
semigrup numeric este marginit superior de o valoare ce depinde doar de largimea
acelui semigrup, unde prin largime a unui semigrup numeric intelegem diferenta
dintre cel mai mare gi cel mai mic element din sistemul minimal de generatori ai
semigrupului. De asemenea, conjecturam o margine superioara pentru acest numar
de ecuatii, si o verificam in anumite cazuri.

In continuare, demonstram ca pentru anumite familii de ideale torice intersectie
completa ce provin din aceeasi familie translatata de semigrupuri numerice, o intersectie



arbitrara de elemente dintr-o aceeasi familie va fi tot un ideal intersectie completa.

In capitolul al treilea aprofundam studiul proprietatilor asimptotice la familia
translatata a unui semigrup numeric cu putini generatori. Fie a < b intregi pozitivi,
iar pentru orice intreg pozitiv k consideram semigrupul Hy = (k,a + k,b + k).
Pentru K corp, studiem relatiile ce definesc inelul semigrupal K[Hj| si conul sau
tangent gr,, K[Hj] atunci cand k£ > 0. Asa cum am discutat in Capitolul 2, rezultate
recente indica faptul ca numerele lor Betti sunt eventual periodice in k. In acest
capitol oferim un prag k,; sensibil mai bun decat cel cunoscut anterior de la care
acest fenomen are loc, si de asemenea descriem cum se modifica periodic ecuatiile
lor de definitie. Gasim explicit toate valorile k > k,; pentru care se obtin intersectii
complete, ajustand si completand un rezultat al lui Jayanthan si Srinivasan. Aflam
rezolutia libera minimala a lui gr,, K [Hy] si demonstram ca regularitatea sa devine
o functie cuasiliniara pentru k > k.

Capitolul al patrulea arata relevanta idealului urma a modulului canonic la
studiul inelelor Gorenstein, ceea ce ne permite sa introducem o noua subclasa de inele
Cohen-Macaulay. Urma modulului canonic (urma canonica) determina locusul non-
Gorenstein pentru un inel local Cohen-Macaulay. Un inel local Cohen-Macaulay
il numim nearly Gorenstein daca urma sa canonica contine idealul maximal. O
definitie similara poate fi formulata pentru K-algebre graduate Cohen-Macaulay.
Studiem urma canonica pentru produse tensoriale si produse Segre de algebre,
precum si pentru subalgebre Veronese (libere de patrate). Aceste rezultate ne permit
sa caracterizam combinatorial inelele Hibi care sunt nearly Gorenstein. Cautam
conexiuni intre clasa inelelor nearly Gorenstein si clasa celor almost Gorenstein.
Demonstram ca in dimensiune unu prima clasa o include pe cea de-a doua.

In Capitolul 5, ultimul al lucrarii, prezentam o serie de intrebari, probleme
deschise si directii de cercetare pe care dorim sa le abordam si care vin in continuarea
rezultatelor descrise mai sus.



